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Calcul de e par encadrement d’une suite d’intégrales

On pose f,(x) = X x>0, I(@=["f,(x).dx
n! 0

a

1. Calcul de I,(a) = f:fo(x).dx = f;e"”.dx = [—e_x:l =1l-¢"

0

n-1_-x n_-x
2. fl(x)= l(x"e"x)' - l(nx"-‘e-x ey =2C X8 ¢ ()-f.(x) et f.(0)=0xe'=0 CQFD.
n! (n-1)! n!
En intégrant les deux membres de I’égalité f, ,(x)— f, (x)= f.(x) et en application de la linéarité de
I’intégration on a : fo fo(x).dx - f: f,(x).dx = foa fi(x).dx

et en appliquant la définition de 7, et le Théoréme Fondamental de I’analyse : (n > 1)

1, (a)~1,(a)= [ I, (x)]z = f.(@-£,0)= %e

3. Par sommation membre a membre de 1’égalité obtenue pour tout n > 1, on obtient :
I(a)-1,_(a)= —a—”e'“

L @= 1@ = = ]), e

a _,
I(a)-1y(a)= —Fe

k
a

Alk'

. ~at)
dou I (a)=1- (;};)

0
1,(a)-I(a)= —( )e avec I,=1-¢“=1- %e’“

4. En particulier pour a=1 on obtient u, =1 —(E%)e‘l =1 ()= f Ol £, (x).dx.
k=0 """
a. La fonction f, étant positive sur I’intervalle [0 ; 1], 'intégrale u, représente donc la mesure de
’aire du domaine plan situé entre la courbe (C,) et ’axe Ox sur ’intervalle [0 ; 1]. (U.A. =
4x4 cm® = 16 cm?

b. Pour tout x dans I’intervalle [0 ; 1], ona e’

<e™ < ¢’ =] donc en multipliant les deux

membres par x"/n! on obtient I’inégalité demandée : 0 < f, (x) < l'x”
n!
C. et donc en intégrant sur [0 ; 1], on obtient : 0 < f [, (x)dx = f —x dx=—|—

c’estadire O<u, <

! Y donc Lim(u,) = 0 (« Théoréme des gendarmes »).

(n+1
1- Sl ¢'|=0 donc Lim il e’
k! nvel | & !

k=0 """

d. On en déduit finalement que Lim

n—>+0

=1

d’ou la formule fondamentale : Lzm(zl‘) =e ce que I’on écrit sous la forme : e = i'
00  n!
1 1 1 1 I 1 1 .
ouencore: e=—+—+—+—+—+--=2+—+ —---+ —+--- formule qui permet de
o 1 2t 3 n! 21 3 n!

calculer une valeur approchée du nombre e avec autant de précision que 1’on veut !



