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Fonction exponentielle « Détermination des zéros de la dérivée » Courbe

Exercice [Pondichéry Mars 2003] - N°14 p.154 / Annales NATHAN / Bac 2009

Conjectures

a. D’aprés ce que 'on voit sur ['écran, il semble que la fonction f soir
croissante sur l'intervalle [-3 ; 2].

b. Il semble que la courbe soit située au-dessous de I'axe (x"x) lorsque x appar-
denta [—3 ; 0] et au-dessus de I'axe (x"x) lorsque x appartienca [0 ; 2].

Partie A : Contrdle de la premiére conjecture
1. Calcul de f’(x) pour tout réel x

2
La fonction f est définie sur R par f(x) =x%e* ! - % :

£ est dérivable sur R et on a, pour tout x réel,
f(x)=2xex" 14 x2e¥ " 1—x
=x(2e¥ " L +xe*-1-1)
=xl(x+2)ex"1-1]
f(x) =xg(x)
2. Etude du signe de g(x) pour x réel

a. Limites de g(x) lorsque x tend vers + = et vers —co
lim (x+2)=+o

x—>+eo
. , . 1 .

im ¢ '= lim -e'=+0

X = + 00 x—>+0m €

doti lim (x+2)e T=4ooct lim [(x+2)e" ' =1]=+00,
X —r +e= X —r+ee

Lorsque x tend vers —oo, les produit (x+2)e*~! présente une forme
indéterminée du type (+o0) X 0. Pour lever I'indéterminatior:, écrivons
#(x) sous une autre forme :

Pour tout réel x, g(x) =xe*~ 1+ 2e¥" 1 -1

=-xe¥+-e—1;
¢ e

: t : ! 1M id k 2
lim xe¥=0, lim e*=0 doi1 lim [— xet+=-e*—1|=-1.
X =) —00 X—3—cn x=»—co LLC €

Onadonc:| lim g(x)=+e et lim g(x)=-1.
X =3 =00 R

b. Calcul de g’(x) et étude de son signe
Pour tout réel x, g(x) =(x+2)e*"1-1.
g est dérivable sur R et on a, pour tout x réel :

g(x)=c" T+ (x+2)e* 1= (x+3)e* !,
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Pour tout réel x, €~ est strictement positif, le signe de g”(x) est donc
celuide x+ 3.
Pour tout réel xde J-oo ; =3[, x+ 3 <0 donc ¢g'(x} <0 ;
Pour tout réel xde | -3 ; +oof, x+3>0 donc g"(x) >0 ;
2 (3)=0.
€. Sens de variation de g
La fonction g est donc strictement décroissante sur |==0 ; =3 ] et stricte-
ment croissante sur [—3 ; +e<[ .
Le tableau de variation de g est donc le suivant :

x - -3 + sa
g'(x) - 0 o+
| /«}-M
£ \ _e_{_] /

d. Etude de Péquation g(x) =0

D’apres 'érude des variations de g, on constate que g est majorée par — 1 sur
|—20: =3 ] donc "équation g(x) = 0 n'a pas de solution sur |-eo; 3],
Sur l'intervalle [-3 ; 1], g est continue, strictement croissante. Limage
par ¢ de I'intervalle [—=3 ; 17 est lintervalle [~ e~ 1; 2]. Le nombre 0
appartient & [—e™*—1; 2] car —¢~* =1 est strictement négarif. Donc
I'équation g(x}=0 admet une solution ct une seule dans I'intervalle
[-3:1].

Sur l'intervalle [1 ; + o[, g est strictement croissante et pour tout réel x de
[1;+eo[ ona g{x) = g(1) soit g(x) = 2. Léquation g{x)=0 n'a pas
de solution sur Uintervalle [1 3 + o],

En conclusion, I'équation g (x) = 0 admet une solution unique o appar-
tenant i [—3 : 1]. Montrons que « est élément de [0,20 ; 0,21].

A I'zide de fa calculatrice on obtient :

2(0,20)~ 0011 et g(0,21)=0,003.

£ érant conrinue strictement croissante sur [0,20 ; 0,217 et sachant que

2(0,20) - g(0.21) <0, I'équation g(x)=0 a une solution unique

dans 10,20 ; 0,211 .

Lunique solution dans & de I'équation g (x) appartienta 10,20 5 0,21].

e, Signe de g(x) sur R

¢ D’apris le tableau de variation de g, on a pour tout réel xde J—o2 : =37 :
g(x) =<0,

* Sur l'intervalle [=3 ; o[ , g est strictement croissante, donc :

sixe [-3;af, g(x)<g(a) soit g{x) <0 ;

six=a, gla)=0;

sixve lo:r+ool. ol > olew) zotr (V>0
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En résumé, le signe de g () est donné par le rableau suivant :

ae—

x — o + oo

gix) - (¢ ks
3. Sens de variation de f sur R
a. Signe de f"(x)

On a montré au 1. que, pour tout réel x, f'(x)=xg(x).
Le signe de f”{x) est celui du produit xg (x) donné par le tableau de signes :

x — o0 0 (vl + o
x - 0 + -~

gix) — - Q0 +

[ + 1} = 0 RS

f7(x) est done strictement positifsi x <0 ousi x> ;
(%) eststrictement négacifsi 0 <x <o ;

F(x)=0 pour x=0 et x=a.

b. Sens de variation de f

Connaissant le signe de /(). pour tout récl x, on en déduit le sens de
variation de f:

sur ]—oo; O etsur Ja ;oo f eststrictement croissante ;

sur |0 ; e[ f estsurictement décroissante.

Le tableau de variation de f est:

X e O o + oo

Flix) - 0 - {0 +

f / 0 \\ P //

€. La premitre conjecturc cst fausse car f n'est pas croissanre sur [-3;2]).

Partie B : Contréle de la deuxiéme conjecture

1. Calcul de f(«)
Le réel o cst Funique solution dans B de Péquation :

g(x)=0.
On a donc g{a) = 0. Cerre égalité est équivalente 2 :
(a0 +2)e ' -1=0.

etaed = lq car o+ 270 (=02},

A+ 2

En remplagant e*~ ! par dans expression de f(a) on obtient:

o+ 2

f(a)=a2ca-l_%
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a?  a? 2a-(a+2)al

= ™ T a2
3
—~ = Q-
=5y
2. Etude de la fonction 5 et encadrement de fla)
3
) : . N =X
a. Soit 4 définie sur [0 ; 1] par h(x) ST

/i est dérivable sur [0 ; 1] et on a, pour tout réel xde [0 ; 1] :

V)= 1 x =3x(x+2) +x3 _ —2x3 - 62
2 (x+2)2 2(x+2)32
W (x) = —x2(x + 3)
(x+2)?

Pour toutréelxde [0; 1], x> =0, x+3>0 et (x+2)2>0 , dong pour
tout réel xde J0; 1], A'(x)<0 et A(0)=0.
b est donc strictement décroissante sur [0 3 1] et doncsur [0,20 ; 0,21].
b. On a alors :
020<wa<0.21
5(0,20) > h(a) > 4(0.21)
5(0,20) = —0,001 8 et A(0.21) =—0.002 ]
D’ott un encadrement de f(a) = A(a) :

~0,002 1< f(a) <—0,001 8.

3. Position de la courbe 6 par rapport A 'axe des abscisses

a. Les abscisses des points d'intersection de 6 avec I'axe des abscisses sont les
solutions dans R de I'équation f'(x) = 0, équivalente, pour tout réel x, 4 :

xz(c"" 1_ ‘%) =0

eta: =0 ou e~l=

B -

* Léquation x* =0 a pour solution x=0.
, . 1 . ..
* Uéquation e*~ ! == a ses deux membres strictement positifs, elle est

donc pour tour réel x, équivalente a :
1

r—1=1In =
x—1 n2

x=1-=In2.
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Les solutions dans R de I'équation f(x) =0 sont x=0 ou x=1- In 2.
@ admer 2 points communs avec I'axe des abscisses :

les points de coordonnées (0 Met(l-1In2;0).
b. La position de € par rapport & 'axe des abscisses est donnée par le signe

de f(x).
1

Pour tout réel x, x2 = 0, le signe de f(x) est celuide ¥~ -

B

, . | , .
Pour tout réel x, ¥~ — 5 > () si et sculement si :

|
X’1>_
¢ 2

Les deux membres étant strictement posirifs et la fonction logarithme
népérien étant strictement croissante sur ]0 ; +eo[, on obtient I'inéqua-
tion équivalente aux précédents :

1

x—1>In =

"2

x>1-In2
D’oi1 le tableau donnant le signe de £ (x) suivant les valeurs de x:
x — 00 0 ]1—1In2 —

P + 0 + +
ex-1-1 - - 0 +
f(x) = 0 - 0 +

On en déduit que :

sur 22 ; 0[]0 ; 1 —In 2[, € est au-dessous de axe (x'x) ;

sur |1 =1In 2 ; +oo[, € est au-dessus de Paxe x'x ;

% est tangente 3 (x”x) au point O et coupe 'axe (x"x) au point d’abscisse
1-In2.

¢. La deuxiéme conjecture cst également fausse car ‘€ est au-dessous de
(x'x) pour des réels x strictement posirifs.

Partie C : Tracé de la courbe

1. Tableau de valeurs
X -0,20 -0,15 ~0,10 -0,05 0
Fx) | —80x10-¢ | —41x107% | —17x107* —4x10-* 0
x 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25
FG) | -3xw04 | —9x107% | ~16% 1077 -20x10~% | =17 %1074
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x 0,30 0,35 0,40

f(x) | =3x10-4 27 x 10-4 78 % 10~4
2. Tracéde I

0,008 |
0,006




