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EXERCICE 1 [N°10 p. 154 / Bac 2009 / Nathan]

1. g(x) =x cos x — sin x pour x € [0 ; ] . La fonction g est dérivable comme somme
et produit de fonctions dérivables sur [0 ; t]. 2’°(x) = cos x —x sin x — cos x = - x sin x.
Donc g’(x) négatif ou nul sur [0 ; wt]. Par suite g est strictement décroissante sur [0 ; 7] et
comme g(0) =0, on en déduit g(x) < 0 sur [0 ; «].

sinx xcosx —sinx  g(x)

pour x €0;rt] et £(0)=1.donc pourx € |0 ; w], f'(x) = - .
X X X

2. fn=

3. Pour étudier la dérivabilité de fen 0, les formules ne s’appliquent pas et il faut donc

calculer directement la limite du taux d’accroissement de f en 0, c’est a dire :
sinx

) x)- f(0) .. B . sinx-—x

hmf( ) f()=11m X =lim 5

x—0 X x—0 X x—0 X
Pour cela on va rechercher un encadrement du numérateur.

3 2

mn

On pose ¢(x) = sinx—x+%=cp’(x) =cosx—1+x?=>g0"(x) =—sinx+x = @"(x)=1-cosx

On observe alors successivement en partant de ¢’ ’(x) que :

2

@' ’(x)= 0 sur [0 ; ] donc ¢’ croissante sur [0 ; w] et ¢’ ’(0) = 0, donc ...

S P

. @ (x)= 0 sur [0 ; n] donc @’ croissante sur [0 ; ] et @’(0) = 0 donc...
c. @'(x)=0sur [0 ;n]donc @ croissante sur [0 ; w] et ¢(0) = 0 donc...

3 3
d. @)= 0 sur [0 ;] donc sinx—x+%20 d’ou x—sinxs% et ...

e. comme @’’(x)= 0 on a aussi (x —sin x )= 0 d’ou la double inégalité demandée :
3

. X . xX-sinx x
O=x-sinx = ?et par suite 0 <

S_

x° 6
) py z \ ) 4 . . Sll’l)C - X
f. D’aprés les théorémes d’encadrement on en déduit que lim —=0,
x—0 X

g. Ce qui permet d’affirmer que la fonction fest dérivable en 0 et que f’(0) = 0.
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Exercice 2 [N°20 p. 166 / Nelle-Calédonie nov. 2006 / Bac 2009 / Nathan]

1 2\ 1(x2-2
1. a. Lafonction f est dérivable et f'(x) = 3 (l— ?) =3 (T .

le signe de f’ est donc celui de x? — 2, car x? > 0, pour x> 0.
Orsur]0; +ocol, x2—2;0 = xz= V2.

La fonction est :

— décroissante sur |0 ; V2[;

— croissante sur |v/2 ; +ool.

D’oui la courbe représentative de f :

2,25
u

o =

1 2
2. a. Onaquel quesoit n, un+1= > (un +—) = f (un).
Un

On vient de voir que u; = f () = f(%) = 2,25 = /2. Laffirmation est

vraie au rang 1.

Supposons u, = V2. D’apres la question 1, la fonction f est croissante
sur [v2; +ool. Donc par application de cette croissance f (u,) = f (V2)=
V2. Donc uy,.1 = V2. 1a relation est héréditaire.

Conclusion : quel que soit n = 1, u, = V2.

_ x 1 1 x 2-x°
b. SOI[f(X)—X—E+;—x—;—E— ox .

Onavuquesix =2, 2-x% <0.
Conclusion:six =2, f(x)-x<0 < f(x)<x

¢. On a vu que pour n >0, u, = v/2; donc d’apres la question précédente

fup) < up;or f(up) = ups.
Conclusion : uy;) < uy, pour tout n > 0. La suite (u,) est décroissante.

d. Lasuite (u,) est décroissante et minorée par /2. Elle converge donc vers
un réel supérieur ou égal a /2.

3. Lafonction f est définie et continue sur [V2; +ool; la suite définie par ups) =
f (uy) converge vers £ = f(£).
. s .1 2 2
{ est donc solution de I'équation — [x+ — | =x <= 2x=x+— <
2 x x
2x% = ¥ +2 «= x* =2 <= x=/{, seule solution supérieure ou égale a \/5
La suite (u,) converge vers £ = /2.
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EXERCICES [N°22 p. 168 / Pondichéry Avril 2005 / Bac 2009 / Nathan]

)10 nlO

(n+1

1. Pour tout entier naturel n non nul, u,.; <0,95u, < ST

n+1l
n

10 10
1
— (n+1)l°g 1,97 — ( ) <19 < (1+;) < 1,9.

2. a. lafonctionl+ 1 étant dérivable sur [1 ; +ool, la fonction f I'est aussi et
x
flix)= 10(1+ l)gx( ! )(0
B x x2 '

P . 1
Donc f est décroissante sur [1; +ool. Ona f(1) = 2'%, Jim 1+—=1,
~ x

1110
d'on lim |1+ —) =L
X—+ +00 X
b. Conclusion f est continue (car dérivable) et décroissante de 2'%a 1, donc
bijective. Il existe donc un unique réel a de [1; +oof tel que f(a) =1,9.

c. Avec la calculatrice on trouve que f(15) > 1,9 et f(16) < 1,9. Donc ng =
16.

1 10
d. Onanz162z a= f(n) < f(16) < f(a) soit (1+—) <1,9= Upay <
n
Up.
3. a. D’apresla question 1. et pour tout entier n supérieur a 16

1110
(l+;) < 1,9 < uys =0,9u,.

Donc la suite (un) est décroissante a partir du rang 16.
b. Comme de plus uy, = 0 la suite (u;) converge vers un réel supérieur ou
égal a zéro.
4. « Initialisation : on a w5 < 0,95% uy6.

o Hérédité : hypothése 0 < up, < 0,95" 16 4,5, D’apres la question 1.

0 < un+1 < 0,95un < 0,95x 0,95" ®uis — 0< uns1 < 0,95" P us. Donc

la propriété est vraie au rang n+ 1. On a donc pour tout naturel n supérieur ou

égala16:0< up <0,95" Cug.

Or 0,95 1¢ est le terme général d'une suite géométrique de raison telle que

-1<0,95<1.Donc lim 0, 9518 — 0. D'aprés I'encadrement démontré par

récurrence et d'apres le théoréme des « gendarmes »

lim wu,=0.
n—+o00
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EXERCICE 4 [N°101 p. 239 / Bac 2009 / Nathan]

n-1
(n - D = sink—n

.. 2% ,
S, =sin—+sin— + ...+ sin
n n n = n

T, i
I. Onpose z=cos—+isin—=¢ "
n n
la somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison z

Tn=1+z+z2+...+z”'1=1_Z
1-z
z"—(ei”) ce =T =2 -
l—en
i - - “* 1—cos™ —isin ~
o7 = 2(1-e ) _ 2(1-e ) _ 2(1-e ) _ l-e _ n n
& frd _iZ [EA— T 14 b1
—e)]—e n 0 _(on n 2-2cos— 1-cos— 1-cos—
(I-e")l-e ") l1+e —(e"+e ™) " n n
. T . X T T
sin— 2sin—Ccos— CcoS— 1
ST =l+i—N_—14j— 20 2n 1, 2n_qy
T ., T . X T
1-cos— 2sin” — sin— tan —
n 2n 2n 2n
=S =Im|[T ]= ln CQFD
tan—
2n
) )
2. lim>2 = lim _ =1im(3) 2n =(3) lim —2" =(3).1=3
TR T ptan— T\ tan(n) T zﬁotan(n) T T
2n 2n

2n
En effet on sait que lirroltaﬂ =tan'(0) =1
x> X

N . T
d’ou le résultat en posant x = o —0 quand n— o,
n



