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EXERCICE I [3 pts] Quelques R.O.C. de mise en jambes ...

1°)  Hypotheses : on donne 3 points distincts A, B, C, du plan complexe d’affixes respectives z4, zp, z¢. et 7%= .
2y =2
a. Démontrer que A,B,C, sont alignés si et seulement si Z est Réel.
Rép.: Zréel < Arg(Z) =0 [n] < (AB,AC) =0[n]< A,B,C alignés. COFD.

b. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si Z est imaginaire pur
, . .. - A~ T
Rép.: Z imaginaire pur < Arg(Z) = /2 [n] < (AB,AC) = E[n] < BAC rectangle en A. COFD.

2°)  Hypothéses : soit (u,) une suite numérique a termes Réels, définie par récurrence a l’aide d’une fonction numeérique f
c’est a dire telle que u,.; = f(u,). On suppose de plus que f est croissante sur un intervalle [a;b] et que[f(a);f(b)] C [a,b].
a. Démontrer par récurrence que si uyg € [a ; b] alors quel que soit n, a <u, <b.

Rép. : Soit (P,) la propriété [a <u, < b] a démontrer par récurrence sur n.
(i) INITialisation : par hypothese on a a <uy <b [VRAI]
(ii) HEREdité : soit n fixé, montrons que I'implication [ (P,) = (P,+1) ] est VRAIE
(P,) = [a <u, <b] et fcroissante sur [a ; b] = f(a) < f(u,) <f (b)
or par hypothese a < f(a) et f(b) <b donc a < f(u,) < bsoita <u,+; < i.e. (Py+1)
(iii) CONCLusion : par récurrence on peut affirmer que (P,) est vraie pour tout entier n € N.
b.  Démontrer par récurrence que si u, <uy, alors la suite(u,) est décroissante.
Rép. : Soit (P,) la propriété [u,+; < u,] a démontrer par récurrence sur n.
(i) INITialisation : par hypothese u; < uy [VRAI]
(ii) HEREdité : soit n fixé, montrons que I'implication [ (P,) = (P,+1) ] est VRAIE
(P,) = uy+; < uy, et fcroissante sur [a ; b] = flu,+;) < flu,) = ups2 < ttyr; = (Pn+y1)
(iii) CONCLusion : par récurrence on peut affirmer que (P,) est vraie pour tout entier n € N.
C’est a dire que la suite (u,) est décroissante.
Rép. (2° version « plus rapide »): i, <u, et f croissante sur [a ;b] = f(u,1) <flu,) = e <y,
la propriéeté est donc héréditaire, et elle est vraie pour n=0 par hypothese, alors par récurrence on
peut affirmer qu’elle est vraie pour tout entier n € N.

3°) Hypotheses : soient deux suite numériques adjacentes avec (u,) croissante et (v,) décroissante.
a. Démontrer que l’'on a nécessairement : quelque soit n, u, < v,.
Rép.: raisonnement par [’absurde : en effet s’il n’en était pas ainsi il existerait un rang nga partir
duquel on aurait v,y < uy, et donc pour tout n = ngy, on aurait — puisque (u,) croissante et (v,)
décroissante : v, < vy < uyy <u, ce qui est absurde, car par déf. des suites adjacentes, lim(v, - u,) = 0
b.  Démontrer que (u,) et (v,) ont nécessairement la méme limite.
Rép.: raisonnement par [’absurde : en effet (u,) et (v,) étant monotones et bornées sont convergentes,
si lim(u,) =l et lim(v,) =1’ avec | =1, alors on aurait lim(v, - u,) = lim(v,) — lim(u,) =1"—1 =0 ce
qui est absurde car contraire a I’hypothese de la déf. des suites adjacentes.

EXERCICE II [7 pts] Etude de suites composées : (a,) et (b,) définies par la récurrence croisée :

a,. =%(an +3b,)) et b, = i(San +b),ap=2,by=4

A — Etude dans les nombres Réels.
OnposeU,=a,+b,; V,=a,-b,;, P,=a,b,; 0, =P,-9
1°)  Démontrer que (U,) est constante, indiquer cette constante.

, 1
Reép.:U,,=a,, +b, = Z(4an +4b))=a,+b, =U, donc pour tout n, U, = Uy = a9+ by =6
2°)  Démontrer que (V, ) est géométrique , indiquer sa raison et le premier terme

Rép.: Vau=a,,-b,. = %(—261” +2b,) = —%(an -b)= —%Vn donc (V,) de raison q = —% etV,=-2douV, = (—2)(—;)

3°)  Exprimer a, et b, en fonction de n,
, . 1 n _ 1 n
Rép.. an=U"+Vn=3_(_f) et bﬂ=7U" V"=3+(—f)
2 2 2 2
4°)  Montrer que a, et b, sont convergentes vers une méme limite et calculer cette limite.

Rép. Yim(a ) =lim(p,) = 3 car 11“(-%) =0.
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5°)  Démontrer que (Q,) est géométrique, indiquer sa raison et le premier terme.

n n 2n n
Rep.: 0, =P”—9=anbn—9=[3—(—;) l 3+(—;) ] —9=9—(—;) —9=—(i) donc Q, = -1, raisonq=%

6°)  Calculer P, en fonction de n et indiquer sa limite lorsque n tend vers I’infini.

Rep.: p —ap, = 3-(-1) } 3+(-1)
2 2

B — Etude dans les nombres Complexes.
On pose Z,, = a, + ib, et on appelle A, son image dans le plan complexe.
1%  Calculer (a,)’ + (b,)* en fonction de U, et de P,
Rép.: (a,)? +(b,)* =(a, +b,)* -2a,b, = (U,)* -2P,
2°)  Exprimer|Z,|en fonction de n.

=9-(i) d'ot limP, = 9 =lim(a,)lim(b,)

oD, 2 2 2 1y’ 1y’
R R e IR
3°)  Calculer la limite de | Z, |
Rép.: 1im(z,))=+/18 =3+/2

4°)  Que peut-on dire de A, lorsque n tend vers l’infini ?
Rép.: Le point A, se rapproche indéfiniment par l’extérieur de la circonférence du cercle de centre O

et de rayon 32, g
EXERCICE I - [6pts] Etude de la suite (U,) définie par Uy = 1 et a
U= 1+ 23 ]
U}’L ,4:
4-0 1) =1+ 6 >0
— Un pose J(x) = — pour x o
p X p s ~—_

1°)  Représenter graphiquement la fonction f et les premiers termes de la suite
(U,) dans un repére orthonormal (unité 2cm ou 2 carreaux). -
2°)  D’apres la figure obtenue, la suite (U,) est-elle monotone ? bornée ? R R

Rép.: (U,) n’est pas monotone, mais elle est bornée par Uy =1 et U; = 7. De plus elle semble

converger vers le point d’abscisse 3.
3°)  Montrer par récurrence que quelque soitn EN,ona l sU, <7

Rép.: 1 <u, <7 et fdécroissante sur [1 ;7] = f(1) = f(u,) >f(7)
=7>u,; >13/7 =1 <u,+; <7 la propriéte est donc héréditaire, et elle est vraie pour n=0 par
hypothese, alors par récurrence on peut affirmer qu’elle est vraie pour tout entier n € N.

4°)  Démontrer que la fonction f admet un point fixe o unique sur l'intervalle [1 ; 7].

Rép.: apoint fixe de f < o solution de |’équation f(x)= x < 148 e o120 r=3ouxe

X
Donc a =3 seule solution dans [1 ;7], abscisse du point d’intersection de C(f) avec A(y=x).
Tx+6
B — On pose g(x) = 6 V, = U,, suite des termes de rang pair et W,, = U, la suite des termes de rang impair
+

On se propose de démontrer que (V,) et (W,) sont adjacentes.
1°)  Démontrer que g(x) = f[f(x)] et indiquer son sens de variation sur [1 ;7].

Rép.. Fn = f+ O =140 14 O8O coFD.
X

128 x+6  x+6
X
fétant décroissante sur [1 7], g= f o f est croissante sur ce méme intervalle.
2°)  Montrer que V,., = g(V,) et de méme que W,., = g(W,)

Rép.: g(Vi)=(f o D(Uz) =f(Uzn+ 1) =Usns2=Usns+1) = Vis1
de méme g(W,)=(f o )(Uzn+1) =HUzn+2)=Uzns3=Usns1y+1 = W1

3°)  Démontrer par récurrence que (V,) est strictement croissante et que (W,) est strictement décroissante.
Reép. : Soit (P,) la propriété [V, < V,+;] a démontrer par récurrence sur n.
(i) INITialisation : Vo =uy = 1< V; =g(Vy) =g(1) = 13/7 [VRAI]
(ii) HEREdité : soit n fixé, montrons que I'implication [ (P,) = (P,+1) ] est VRAIE
(Py) =V, <V, et g croissante sur [1 ;7] = g(Vy) <g(Vis1) = Virr < Va2 = (Pnv1)
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(iii) CONCLusion : par récurrence on peut affirmer que (P,) est vraie pour tout entier n € N.
C’est a dire que la suite (V,) est bien strictement croissante.
On démontre de méme que (W,) est décroissante en changeant le sens des inégalités.

4°)  Montrer par récurrence que pour toutn EN,ona 1 <V, <W, <7
Rép. : Soit (P,) la propriété [1 <V, < W, <7] a démontrer par récurrence sur n.
(i) INITialisation : Vo=ug = 1< Vy <Wy=u; =7=<7 [VRAI]
(ii) HEREdité : soit n fixé, montrons que I'implication [ (P,) = (P,+1) ] est VRAIE
(Py) =[1sV,<W, s7] et gcroissante sur [1 ;7] = g(1) sg(V,) sg(W,) =g(7)
org(l)=13/7>1etg(7) =55/13<7doncl <V,.j< Wy < 7, ie (Pyj)

(iii) CONCLusion : par récurrence on peut affirmer que (P,) est vraie pour tout entier n € N.
5°)  Démontrer que pour toutn EN, ona W,—V, <3 (W,.; — V1)
4

W, _,+6 _ V. _,+6 _ 36W, -V )
W_+6 V_+6 (W _ +6)V _ +6)

orpourtoutnona l <u,<7,donc7<W,;+6=<13 et 7<V,;+6=<13 , parsuite :
1 1 1 1 1 1 1 1

[N

Rép Wn -Vn = g(Wn_l)_g(Vn—l) =

—=s——=<—e¢ ou =—
13 wW_+6 7 13 V _+6 7 W, +6)V, _,+6) 49

n

- 36 36 3
doi : W, -V, 520 W=V, )5S0 W=V, s W, =V, ) <09W,, - V,)

3 n
6°) En déduire que pour toutn EN,ona 0= W, -V, < 6(Z

Rép. [1° Version : » méthode des Dominos »] : on effectue le produit membre ¢ membre des n
inégalités du type W, -V, = 3 (W,.; — V,.1) et on réduit les termes semblables :
4

Wn - Vn = E (Wn-l - Vn—l)
4
Wn-] - Vn-] = E (Wn-Z - Vn—2)
4
Wn-Z - Vn-Z = E (Wn-3 - Vn—3)
4

W=V <3 Wy —Vy)
4

3 n
Wn _Vns(Z) (WO _VO)

3 n
donc 0s W, -V, < 6(2)
Rép (2° version : par récurrence )

. iy 3\, ., ,
Soit (P,) la propriété [0< W, -V, < 6(2) | a démontrer par récurrence sur n.

0
(i) INITialisation : Wy-Vy =7—-1=6< 6(%) [VRAI]
(ii) HEREdité : soit n fixé, montrons que ['implication [ (P,) = (P,+1) ] est VRAIE

4

(iii) CONCLusion : par récurrence on peut affirmer que (P,) est vraie pour tout entier n € N.
7°)  En déduire la limite de [W,—V, ]

n n+l
(Pn) =[0=<W, -V, =< 6(%) | et Wy Vo1 =3W, =V,)) =0s Wyey —Vyur = 6(2) =, (Pn+1)

) . . 3\
Rép.: d’apres le théoreme des gendarmes Lim(W, —V,) = 0 car Lim 6(2) = 0 (suite géom. de raison q =3/4
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8°)  En déduire la limite de (V,), (W,) et (u,).
Rép.: d’apres ce qui précéde les deux suites (V,), (W,) sont adjacentes donc ont la méme limite o, ainsi que
la suite (un) qui coincide alternativement avec [’'une et ’autre. Or f est continue sur [1,7] et u,+; = f(u,)

donc Lim (uy+;) = Lim[f(u,)] = f [Lim(u,)] d’ou a = f(&) , i.e. o point fixe de fsur [1 7], donc a = 3.

EXERCICE IV [4 points]

Dans plan complexe rapporté a un repeére orthonormal direct (0;;,;). On considere les points A et 2

d’affixes respectives a = -1 + V3 +ietw=-1+2i.
On appelle r la rotation de centre €2 et d’angle 2n/3, et h I’homothétie de centre 2 et de rapport —1/2.

1°) Placer sur la figure les points A et £, puis I’'image B du point A par r, l'image C du point B par r
et I'image D du point A par h.

2°) On note b, c, et d les affixes des points B, C, D. Le tableau suivant contient une suite de 18
affirmations dont chacune débute dans la premiere colonne et s’achéve sur la méme ligne, dans les colonnes
2, 3 ou 4. IndiquerVRAI ou FAUX en toutes lettres dans chacune des cases du tableau.

/3 i
lja- | = 2 4
| | VRAI FAUX FARX
St 477 7T
Qlarg (a- w) = 6 6 6
FAUX VRAI FAUX
B
. 27[ (-}f :-;:,0})'
- — arg ((w - ¢)i) — = /
3 (v.QC) = V(12 3 ;
1 ,’f (-1,00 ; 4,
—(a+b+c) . .
d o= |3 a+b+c| b-2i y e
VRAI FAUX VRAI s
(isobarycentre) C¥ -
(- 2,78, 1,00)
| & 5%
5 = 2 2 3 0
a-d FAUX FAUX VRAI
L’image de Q | L’image de Q par| L’image de
par la [’homothétie de Qpar la
translation de centre A et de rotation de
vecteur 3 centre B et
6 Le point D est ] — rapport — T
—AQ 2 d’angle ——
2 VRAI 6
VRAI FAUX

La plupart des résultats sont observables sans calcul sur une figure soignée.
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Démonstrations du IV par le calcul :

OHPOHOMNOMNE)
C= V[Q&](B)c) c—w= ezig(b—w)

LT

4i
. =c-w=e¢ *(a-w)
2i—
B=r , (A)eb-w=¢ *(a-w)
[Q: ]
3

a-w=(-14/3+i)= (-1+2i)=/3-i= 2(?—;i)= 2e_ig

E=47n_48n=47n_8n5ﬂ[2n] COFD
6 6 6 6 6

il
=2¢e

=la-w/ =2 et argla-w)=-

LT LT

4i i )
=c-w=e 32 °=2¢

4t T
36

T

2i—
b-w=e 32e

i L 3 I
6

—2¢' 3 02260 =2¢2 =2 =w=b-2i COFD

(5.6€) - (8€) - (15) - (€)= (0.CF) + T
=arg(w —c) + arg(i) = arg((w - c)i) CQFD
(;,Q—(f) = (Tv,@) (opposés par le sommet) CQFD

(3,@)=(2¢,§T@) (uv)—arg(c w)—g=%—%—%—2§ COFD

=—%(2e 6)=-e ‘6 = e_lg—eSig=—£+lz

2 2

1, Lo A3 1 2443

3
=d=w+-—+—i=(-1+20)+(-—+ =-
p TpimClar D=

2+«/— 5 )‘?Jfé":‘/—

5
+_
2
=b-d=(-1+4i)—(- £) \/3 g

o
2

2 2
35 ﬁ 3 301 i
t a-d=(-1+3+i)—(- 2y =322 2o 3( 2 - Zi)=3¢ 6
et a (+\/_+1)( 2) 221 (2 21)6
b- d_*/__€=£e“§*?=ﬁe"5 B corp
a-d -t 3 3 3

(6) le point D est I’image de Q par la translation de vecteur %Eﬁ carona QD = —%ﬂ =+ %E

le point D est I’image de Q par ’homothétie de centre A et de rapport 3 car on a la relation

_— — —  ——

AD=AQ+ QD= AQ+;AQ—§AQ

Enfin BD < BQ donc D ne peut étre I’image de Q dans une rotation de centre B.

NB : Pour construire le point A et le point C on utilise le fait qu’ils appartiennent au cercle de centre Q et de rayon 2 et que leur
ordonnée est égale a 1. On ne doit pas utiliser une valeur approchée de \'3



