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Nombres Complexes et Suites Numériques
[Calculatrices autorisées]

EXERCICE I [11 pts]

Préambule : [1pt] Ona f(x) = 2x+6 =2+ 4 u,,=f(u,)etu =1
x+1 x+1
La fonction f est décroissante sur [’intervalle [-1 ; +oof et tend vers 2 en +co.
Les termes successifs de la suite sont les abscisses des points d’intersection de la courbe avec les droites de rabattement par
rapport a la premieére bissectrice. On voit donc que la suite (u,) n’est pas monotone, mais qu’elle est bornée par ug =1 et u; = 4.
De plus elle semble converger vers le point d’abscisse 3.

. u -3
[A] - Etude a I’aide de la suite auxiliaire : vV, = “
u,+2
1°) [1pt] La suite (v,) est géométrigue de raison g = _Z et de premier terme vV, = —— en effet on

2u, +6

-3 a —un+3_—_1un—3_(—1

= = = =|—1|v etv,=
n+l 2u,+6 ) n 0
u,, +2 PR 4u, +8 4 u, +2 4

-3 1-3 2

w+2 1+2 3

2°)[0,5pt] Donc v, = (— %)(_XI) et lim(v,)=0car|q|<1.

u, -3 2v, +3 ,
3°) [0,5pt] Donc v, = > <, +2)v, =u,-3<=u, = T et comme lim(v,) = 0 on et tire lim(u,) =3
u, + -v,

n

[B] - Majoration par une suite géométrique convergente :
1°) [1pt] Soit (P,) la proposition : 1 <u, <4 a démontrer par récurrence :
(i) Initialisation : (Py) < 1 <uy <4 est vrai puisque par hypothese uy = 1.
(ii) Hérédité : soit n un entier naturel fixe, on a (P,) < 1 <u, <4 et fdécroissante sur [1 ;4] = f(1) > f(u,) > f(4)
:421/1,,44 >]4/5 =1 <uu+; < 7 < (Pn+1)
(iii) Conclusion : par récurrence on peut donc affirmer que la proposition (P,) est vraie pour tout entier n € N.

2u, +6 |—u +3| | 1 .
2°)[Ipt] Ona : |u —3|="—— =|—L = 7] —3|s—u —3|card’apreslel")anaISunS4d0nc
n+l n n
u, +1 |un+1| |un+1|
1 1 1
2<u,+1<5dou —< =—
5 wu,+1 2

1 n
3°) [1pt] 1°) [1pt] Soit (P,) la proposition : |un — 3| < 3(5) a demontrer par récurrence :

0
1
(i) Initialisation : (Py) < |u0 - 3| < 3(5) est vrai puisque par hypothése uy =1 et 2 <3 .

(ii) Hérédite :_soit n un entier naturel fixe, on a (P,) <

un—3|s3(l) et |un+,—3|sl|un—3| donc
2 2

3|sl
2

u

n+l

1 1 n 1 n+l
u, - 3| = (5)3(5) = 3(5) = (P,.;). COFD

(iii) Conclusion : par récurrence on peut donc affirmer que la proposition (P,) est vraie pour tout entier n € N.

NB : On peut aussi rédiger cette démonstration plus brievement en écrivant , pour tout n >0 :

1 2 1 3 1 n 1 n 1 n
un_1—3|s(5) un_2—3|s(5) |un_3—3|s...s(5) |u0—3|52(5) 53(5)

Dans ce cas il faut comprendre que les points de suspension (...) représentent ce que I’on appelle parfois une « récurrence immédiate »

1 n
4°) [0,5pt] Par passage a la limite dans la double inégalité 0 < |un - 3| < 3(5) = 2—n on obtient en vertu du théoréeme

d’encadrement des limites dit « théoréme des gendarmes : 0 <lim |u, - 3| <0 donc lim |u, - 3| = 0, c’est a dire lim u,, = 3.

un—3|sl
2

n
En effet la suite définie par 3(5) est une suite géométrique convergente vers 0 qui majore la différence |u, - 3 |.

5°) [0,5pt] Pour que les termes de la suite u, différent de sa limite de moins de 107, il suffit (mais ce n’est pas nécessaire) que I'on
3 1
ait — < < 2" 23000 < n =12 (car 2''=2048 et 2'* = 4096).
2" 1000
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|C] - Utilisation des suites adjacentes : a, = u;, et b,= uy,.; donc
Ap+] = U2m+1) = U2p+2 :f(u2n+1) :f[f(MZ'rJ] :f[f(an)]
bus1 = Usgur 11 = Usn+s = flUizn+z) = flfuzn+1)] = fIf(Dn)]

2x+6 246 4 6 10x+18
1°) [1pt] soitg(x)=f[f(x)]=f( a )= xtl -
x+1 ﬁ+1 3x+7

2x+6
Sf([1:4]) C[1;4] la composée g = f o f est croissante sur I'intervalle [1 ;4].

, et comme fest décroissante sur l'intervalle [1 ;4]et que

2°) [0,5pt] Soit (P,) la proposition : a, < a,+; a démontrer par récurrence :
(i)  Initialisation : (Py) < ay < a, est vrai puisque par hypothése ay = ug =1 et a; = g(ay) = g(1) = 2,8
(i) Hérédité : soit n un entier naturel fixé, on a (P,) < a, <a,., et g croissante sur [1 ;4] = g(a,) <g(a,+,)
= Ap+) S Api2 = (Pn+1)~
(iti) Conclusion : par récurrence on peut affirmer que (P,) est vraie pour tout n > 0, i.e. (a,) croissante.

3°) [0,5pt] Soit (P,) la proposition : a, < 3 < b, a démontrer par récurrence :
(i)  Initialisation : (Py) < ay <3 < by est vrai puisque par hypothése ag = ug =1 et by = u; = f(1) = 4.
(i) Hérédité : soit n un entier naturel fixé, on a (P,) < a, <3 <b, et g croissante sur [1 ;4] = g(a,) <g(3) <g(b,)
= 1 <3<y < (Pyy) car 2(3) = fif3)=13)=3.

(iti) Conclusion : par récurrence on peut affirmer que (P,) est vraie pour tout n > 0.

° _ _|10b,+18  10a,+18| | 16(b,-a,) | _ 16 1 1
4°) [1ptjona ‘bml - an+l‘ - ‘g(b”) - g(an)‘ _‘ 36,47 3a,+7 | |(Bb,+T1)(3a,+7)| _ (3b,+7)(3a,+7) bn y an‘ = B‘bn - an‘ = g‘bn - an‘
eneffet: 1 <a,<3=10<3a,+7<16et3<b,<4=16<3b,+7<19d’ou 16x10 < (3a,+7)(3b,+7) <19x16
d’ou 16 _16 1 1 corp.

(3a, +7)(3b,+7) 160 10 3

5°) [0,5pt] [ Méthode des Dominos »] : on effectue le produit membre a membre des n inégalités du type
|b,—an| = L |by; — an.1| et on réduit les termes semblables :
3

0 = |bn —day ‘ = l |bn-1 - an-1|
3
0= |bn-1 - an—l‘ = l |bn-2 - a"'z‘
3

0= |bn-2 - an-Z‘ = l |bn-3 - an-3‘
3

0s<b, —a,| = (1) by —ao| = 3(1)”
3 3

6°) [0,5pt] Donc d’apres le « Théoréme des gendarmes » lim |b, — a,| = 0. Ainsi peut-on dire que les suites (a,) et (b,) sont
adjacentes, elles sont donc convergentes et ont une limite commune a.
7°) [0,5pt] Or pour tout n on a a, <u, < b, puisque u, coincide alternativement avec a, et b,,, donc d’apres le « Théoréme des
gendarmes » a < lim u, < ad’ou lim u, = o, et donc 1 < a <4 et la fonction f est continue sur [1 ;4]. Donc Lim f(u,) = f(a)
et par hypothése u,.;= f(u,) d’ou lim u,.; =lim f(u,) i.e. a = f(a). a est donc un point fixe de la fonction f'sur [1 ;4].
Or les points fixes de f'sont les solutions de [’équation f(x) = x, c¢’est a dire

2x+6

x+1
limite de (u,) est bien 3.

=x<ox’-x-6=0<x=3 ou x=-2 maiscomme cette derniére solution n’est pas dans l'intervalle [1 ;4] la

Voir corrigé des Exercices Il et Il pages suivantes.
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Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; #; 7) (unité graphique 1 cm).

Soient A, B et I les points d'affixes respectives 1 +1,3 — i et 2.

A tout point M d'affixe z, on associe le point M’ d’affixe 2’ telle que 2’ = 7% —4z. Le point M’ est appelé I'image de
M.

1. Figure:

2. Affixes des pointsA’ et B, images respectives des points Aet B :
d=(+0P-4l+i)==4-2i ; P'=B-1*-4B8-)=-4-2i
On remarque que A’ = B’

3. Points qui ont pour image le poiini d’'affixe -5
Dire que M a pour image le point d'affixe —5 signifieque : 2° — 4z = -5 < z>-4z+5=0.
C’est une équation du second degré. A = 16 - 20 = (2i)°.

4-2i

D’ot les solutions sont z; = =2-1.

4+2i .
2 =2+ietzy=

4. (a) Pour tout nombre complexe z,ona: z' +4=2z>-4z+4=(z-2)%.
(b) Ainsi: '
|2/ +4] = |z— 21 et, lorsque z est différent de 2, arg(z' +4) = 2arg(z—2).
(c) Dire que M décrit Ie cercle € de centre I et de rayon 2 signifie que |z — 2[=2.

Donc |2 +4| = |z—2[? = 4, ce qui signifie que M' appartient au cercle de centre le point 1" d’affixe —4 et de
rayon 4.

. P n
5. E le point d’affixe 2 + 2¢'3 :2+2(cos§+isin§] =3+iV3

Affixe de E': ¢ = (3+iv/3)° —4(3+1v3) = —6+2iV3

@ DistancelE:IE:le—Zl:‘2+26i%—2l=l2ei§ —9x ei%‘zz;
5 . T (K gt n
Mesure en radians de I'angle ( u ;IE) rarg(e—-2)= arg(2+2e’3 —2) E arg(z X (e‘3)) =g
: - . . 1 V3
(b) Distance JE' : JE' = |~6+2iV3+4| = |-2+2iv3| =4x —giti= (=4
P Ry 1 V3 2n
Mesure en radians de l’angle(u ;IE’) rargl4 ——+1_\/__ =—.
2 2 3
ou plus simplement :
s T 2n
JE'=|e +4| =le-2"=22=4 et (u ;IE’)=arg(e’+4):2xarg(e—2)=2x o5

(¢) Construction : le point E est sur le cercle de centre I et de rayon 2; son image E/ est donc sur le cercle de
centre J et de rayon 4.
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Commun a tous les candidats

4 points

A - Quelques propriétés

1. z#Oetz’:—i:Iz’]:‘—iI PN |z’]:li|=—i— = |Z|x|z| =1
z z zZl |7

1 : 1 L
Pour les arguments : z’ = —== arg(z') = arg(—%) = arg(-1)—arg(z) =~ (—args) =
7 +argz = arg(z) + 7.
2. Cecirésulte de la question précédente ; de plus les points sont dans 'ordre M, O et
M.

=1+2=1+2=72'+1.

wll =]

1 1
3. Pourz#0,0ona—(z—1)=1--=1-
z z

B - Construction de 'image d’un point

1. |z—1]=1 < AM =1 < M appartient au cercle ¢ de centre A et de rayon 1.

e 1
2. a d+l=-(z-D= e |Z+1|=|=|xlz-1] & |7 +]1]|=

z’+1l=‘l(z—l)
z

(crMe¥ < |z-1|=1) |z’+1|:

= |Z+1]=|7|.

Cette derniére égalité s'interpréte géométriquement par : BM' = OM' qui si-
gnifie que M’ est équidistant de B et de O, autrement dit M’ appartient a la
‘médiatrice de [OB].

1 1 z-1 1 -
b. |2/ +1| = || @'—:+1’:’—:‘ = = z-1 =1 =
z z z |Z]
lz=1]=1.
La réciproque est donc vraie : on abien OM = 1.
3. Figure
1 <4
M/
L B.l I.A
L] T T
-2 -1 1
M
—1 o+

Construction de 'image d'un point de € :

— M estaligné avec O et M : il appartient a la droite (OM) ;
- M'B = MO, donc M'.appartient 4 la médiatrice de [OB];
— M’ est donc le point commmun & la droite (OM) et & la médiatrice de [OB].
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