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Formulede Stirling

L'objet du probléme est de montrer que, pour » trés grand, nl est
n"(Vn)

. A cette fin, on introduit la suite obtenue en faisant

comparable &
[

le quotient de ces deux quantités. A I'aide de fonctions étudiées dans les
parties A et C on montre d’abord que cette suite a une limite positive
ou nulle (partie II), puis que cette limite est strictement positive (partie D).
Soit donc la suite (u,) définie pour m= 1 par :

nle®

S

Partie A — Etude du signe d'une premiére fonction auxiliaire
Soit f la fonction définie sur ]1, + cof par :

Fix)= Ll +In{x — 1) - In(x).

.I'—n-
!

1° Calculer la dérivée f' de f et vérifier que, pour tout x dans
11, +col,ona:

JSx)=

1
dx(x - 1}(:-— E)

2° Calculer la limite de f(x) quand x tend vers 1.

g“ﬂh{mm:r gue la limite de f(x), quand x tend vers + oo, est égale

4" Dresser le tableau de variation de f sur |1, + oof[. En déduire le
signe de ((x) dans |1, + ogf.

5* Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormal
(O £, /) (unité graphique : 4 cm).

Partie B — Etude de la convergence de la suite (u,)
Soit (v, ) la suite définie pour n=1 par v, = In(u, ).

1* @) En remarquant que In{(n!)=In(l)+In(2)+ ... +In(x), mon-
trer que, pour tout entier n=2, on a :

1-’"_1-'5_|=(ﬂ_‘21)f{i’1}| {]}

o f est la fonction étudiée dans la partie A.

B) Etudier le sens de variation de la suite (v,), puis le sens de
variation de la suite (1, ).

2* Montrer que la suite (u,) converge vers un réel positif ou nul,
noté £
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Parie G — Etude du slgne d'une deuxi&me fonction auxliaire

Soit g la fonction définic sur [2, + oo par ;
1
gx)=f(x)+

1
5x?[x—=
(=3
on f est la fonction définie & la partie A.
1* Calculer la dérivée #° de g et vérifier que, pour tout x dans [2, + o[, on
a:
- Tx?+ 16x —4

g = =
zﬂxl{x“ 1_](1"'5]

2* Dresser le tablean de variation de g, calcoler la limite de gx) quand x
tend vers + oo et en deéduire que, pour tout x dans [2, + o[, g(x) est

strictement positif. (On ne demande pas de tracer la courbe représen-
tative de g.)

Partie D — Cette derniére partie a pour but de¢ montrer que la limite ¢
de la suite (&, ) o5t un réel strictement posiil,
1* Etude d'une suite auxiligire,

k=

Soit (W) la suile définie pour n==2 par w, = § =L
K=

a) Montrer que, pour tout entier k== 2, on & :

i b f g )

k3 e
5 Déduire de (2) IMinégalité, pour n entier supéricur ou égal a 2,

i L
2z : P dx. (3}
Interpréter graphiguement les inégalités (2) et (3).

[
¢) Pour n entier supérieur ou égal & 2, calculer f Lz dx et monirer que
o o

w, = L.
d) Montrer que 1a suite (w, ) conwerge vers un réel w vénfiant w= |.

2* @) A laide de Iégalité (1) éablie dans la paric B et en utilisant le signe
de la fonclion g étudiée dans la partie C, montrer que, pour tout entier
k=2 ona:

I"*_'l-'*__lg"ﬁ_

8) En déduire que, pour tout entier s =2, on a :

wna-—éhrﬂ'rl.

€) Montrer enfin que la limite & de la suite (0, ) est supéricurs ou épale 3
&

&% et donc est sirictement positive,



